
Ìàòåìàòèêà � ðåøåíèÿ 11 êëàññ

1. Òðè ðàçëè÷íûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ òðåìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ÷ëåíàìè

àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Ìîãóò ëè ýòè æå òðè ÷èñëà îêàçàòüñÿ òðåìÿ (íå îáÿçà-

òåëüíî ïîñëåäîâàòåëüíûìè) ÷ëåíàìè ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè?

Îòâåò. Ìîãóò.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ 1, q, q2, q3. Âûáåðåì q òàê, ÷òî-

áû ÷èñëà 1, q, q3 îáðàçîâûâàëè àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ. Äëÿ ýòîãî íóæíî, ÷òîáû

âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî 1 + q3 = 2q ⇔ (q2 + q − 1)(q − 1) = 0. Îäèí èç êîðíåé ýòîãî

óðàâíåíèÿ ðàâåí q =
√
5−1
2

. Ïðè òàêîì çíà÷åíèè q ÷èñëà 1, q, q3 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

çàäà÷è.

Êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ ðåøåíèé.

(�) ðåøåíèå íå ñîîòâåòñòâóåò íè îäíîìó èç ïåðå÷èñëåííûõ íèæå êðèòåðèåâ.

(�.) äîêàçàòåëüñòâî íåâîçìîæíîñòè â ñëó÷àå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë èëè ïîñëåäîâàòåëü-

íûõ ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.

(+/2) çàäà÷à ÿâíî ñâåäåíà ê ðåøåíèþ ïîëèíîìèàëüíîãî óðàâíåíèÿ òðåòüåé ñòåïåíè èëè

âûøå îò çíàìåíàòåëÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, íî íå äîêàçàíî èëè äîêàçàíî

íåâåðíî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ, îòëè÷íîãî îò 1.

(+/�) âåðíîå ðåøåíèå ñ íåáîëüøèìè íåäî÷åòàìè (íàïðèìåð, àðèôìåòè÷åñêàÿ îøèáêà,

íå âëèÿþùàÿ íà õîä ðåøåíèÿ)

(+) Âåðíîå ðåøåíèå.



2. Âîêðóã òðåóãîëüíèêà ABC ñ óãëîì ∠B = 60◦ îïèñàíà îêðóæíîñòü. Êàñàòåëüíûå ê

îêðóæíîñòè, ïðîâåä¼ííûå â òî÷êàõ A è C, ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå B1. Íà ëó÷àõ AB è

CB îòìåòèëè òî÷êè A0 è C0 ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî AA0 = AC = CC0. Äîêàæèòå, ÷òî

òî÷êè A0, C0, B1 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Ðåøåíèå. Ïî òåîðåìå îá óãëå ìåæäó êàñàòåëüíîé è õîðäîé èìååì ∠ACB1 = ∠CAB1 =

∠ABC = 60◦, ò.å. òðåóãîëüíèê AB1C � ðàâíîñòîðîííèé. Òîãäà AA0 = AC = AB1, ò.å.

òðåóãîëüíèê A0AB1 ðàâíîáåäðåííûé. Åñëè îáîçíà÷èòü ∠BAC = α, ∠BCA = β, òî ïî-

ëó÷èì ∠AB1A0 = 180−(60+α)
2

= 120−α
2

. Îòñþäà â ÷àñòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî ∠AB1A0 < 60◦,

ò.å. òî÷êà A0 ðàñïîëîæåíà âíóòðè óãëà ∠AB1C, ñì. ðèñóíîê ñëåâà. Àíàëîãè÷íî4C0CB1

ðàâíîáåäðåííûé, è ∠CB1C0 =
120−β

2
. Ñóììà ýòèõ óãëîâ ðàâíà

∠AB1A0 + ∠CB1C0 =
240− (α + β)

2
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî α + β = 120◦, ïîëó÷àåì ∠AB1A0 + ∠CB1C0 = 60◦ = ∠AB1C, ñëåäîâà-

òåëüíî ëó÷è B1A0 è B1C0 ñîâïàäàþò (ðèñóíîê ñïðàâà), ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ ðåøåíèé.

(�) Ëþáîå ðåøåíèå, íå ñîîòâåòñòâóþùåå íè îäíîìó èç ïåðå÷èñëåííûõ íèæå êðèòåðè-

åâ.

(�.) Ðèñóíîê, íå ñîîòâåòñòâóþùèé óñëîâèþ: òî÷êè A0 è C0 âûáðàíû íå íà ëó÷àõ AB

è CB, à íà èõ ïðîäîëæåíèÿõ. Äëÿ òàêîãî ðèñóíêà äîêàçàíà ðàâíîáåäðåííîñòü

òðåóãîëüíèêîâ 4C0CB1 è 4A0AB1.



(�/+) Äîêàçàíà ðàâíîáåäðåííîñòü òðåóãîëüíèêîâ 4C0CB1 è 4A0AB1.

(+/�) Ðèñóíîê, íå ñîîòâåòñòâóþùèé óñëîâèþ: òî÷êè A0 è C0 âûáðàíû íå íà ëó÷àõ AB è

CB, à íà èõ ïðîäîëæåíèÿõ. Äëÿ òàêîãî ðèñóíêà ïðèâåäåíî ïðàâèëüíîå ðåøåíèå.

(+) Ïðàâèëüíîå ðåøåíèå



3. Ôóíêöèÿ f(x), îïðåäåë¼ííàÿ ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ x, ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíîé. Êðîìå

òîãî, ïðè ëþáîì äåéñòâèòåëüíîì x âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

f(x) + f(10− x) = 4.

à) Ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêîé ôóíêöèè, îòëè÷íîé îò êîíñòàíòû.

á) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé.

Ðåøåíèå.

à) Íàïðèìåð f(x) = 2 + cos
(
πx
10

)
. ×¼òíîñòü î÷åâèäíà, ïðîâåðèì âòîðîå óñëîâèå:

f(x) + f(10− x) = 4 + cos
(πx
10

)
+ cos

(
π(10− x)

10

)
= 4 + cos

(πx
10

)
+ cos

(
π − πx

10

)
= 0,

ò.ê. cos(π − α) = − cos(α).

á) Èç ÷¼òíîñòè ïîëó÷àåì f(10− x) = f(x− 10), ò.å.

f(x) + f(x− 10) = 4

ïðè ëþáîì x. Ïîäñòàâèâ ñþäà x+ 10 è x+ 20 âìåñòî x, ïîëó÷èì

f(x+ 10) + f(x) = 4,

f(x+ 20) + f(x+ 10) = 4.

Âû÷èòàÿ èç âòîðîãî ïåðâîå, ïîëó÷àåì f(x + 20)− f(x) = 0 ïðè ëþáîì x, ò.å. ôóíêöèÿ

ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì 20.

Êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ ðåøåíèé.

(�) ëþáîå ðåøåíèå, íå ñîîòâåòñòâóþùåå íè îäíîìó èç ïåðå÷èñëåííûõ íèæå êðèòåðèåâ.

(�.) ïðàâèëüíûé ïðèìåð ôóíêöèè áåç ïðîâåðêè âûïîëíåíèÿ óñëîâèé. Äîïóñêàåòñÿ

ïðèìåð â âèäå ãðàôèêà, åñëè â ðåøåíèè äàíî èñ÷åðïûâàþùåå è ïîäðîáíîå îïèñà-

íèå ãðàôèêà ñ óêàçàíèåì âñåõ êëþ÷åâûõ òî÷åê.

(�/+) ïðàâèëüíûé ïðèìåð ôóíêöèè ñ ïðîâåðêîé âûïîëíåíèÿ âñåõ óñëîâèé.

(+/2) ïðàâèëüíûé ïðèìåð ôóíêöèè áåç ïðîâåðêè è íåñòðîãîå ðåøåíèå ïóíêòà á, îñíî-

âàííîå íà ñèììåòðèÿõ

ÈËÈ

ïðàâèëüíûé ïðèìåð ôóíêöèè áåç ïðîâåðêè è ðåøåíèå ïóíêòà á ñ ïðîïóùåííûì

øàãîì

(+/�) Ïîëíîå ðåøåíèå ïóíêòà á)

ÈËÈ

ïðèìåð ôóíêöèè ñ ïðîâåðêîé è íåñòðîãîå ðåøåíèå ïóíêòà á, îñíîâàííîå íà ñèì-

ìåòðèÿõ

ÈËÈ

ïðèìåð ôóíêöèè ñ ïðîâåðêîé è ðåøåíèå ïóíêòà á ñ ïðîïóùåííûì øàãîì

(+.) Ïðèìåð ôóíêöèè áåç ïðîâåðêè è ïîëíîå ðåøåíèå ïóíêòà á).

(+) Ïóíêò à: âåðíûé ïðèìåð ñ ïðîâåðêîé âñåõ óñëîâèé è ïîëíîå ðåøåíèå ïóíêòà á)



4. Ïåòÿ õî÷åò ïðîâåðèòü çíàíèÿ ñâîåãî áðàòà Êîëè � ïîáåäèòåëÿ îëèìïèàäû �Âûñøàÿ

ïðîáà� ïî ìàòåìàòèêå. Äëÿ ýòîãî Ïåòÿ çàäóìàë òðè íàòóðàëüíûõ ÷èñëà a, b, c, è âû÷èñ-

ëèë x =ÍÎÄ(a, b), y =ÍÎÄ(b, c), z =ÍÎÄ(c, a). Çàòåì îí íàïèñàë íà äîñêå òðè ðÿäà ïî

ïÿòü ÷èñåë â êàæäîì:

6, 8, 12, 18, 24

14, 20, 28, 44, 56

5, 15, 18, 27, 42

Ïåòÿ ñîîáùèë Êîëå, ÷òî îäíî èç ÷èñåë â ïåðâîì ðÿäó ðàâíî x, îäíî èç ÷èñåë âî âòîðîì

ðÿäó ðàâíî y, îäíî èç ÷èñåë â òðåòüåì ðÿäó ðàâíî z, è ïîïðîñèë óãàäàòü ÷èñëà x, y, z.

Ïîäóìàâ íåñêîëüêî ìèíóò, Êîëÿ ñïðàâèëñÿ ñ çàäà÷åé, ïðàâèëüíî íàçâàâ âñå òðè ÷èñëà.

Íàçîâèòå èõ è âû. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òàêàÿ òðîéêà (x, y, z).

Îòâåò. x = 8, y = 14, z = 18.

Ðåøåíèå. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Ëåììà. Åñëè äâà èç ÷èñåë x, y, z äåëÿòñÿ íà íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî m, òî è

òðåòüå äåëèòñÿ íà m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íàïðèìåð x è y äåëÿòñÿ íà m. x
...m⇒ a

...m, b
...m

y
...m⇒ b

...m, c
...m.

⇒

 a
...m

c
...m

⇒ z
...m.

Ñëåäñòâèå: åñëè îäíî èç ÷èñåë x, y, z íå äåëèòñÿ íà m, òî èç îñòàâøèõñÿ äâóõ õîòÿ

áû îäíî òîæå íå äåëèòñÿ íà m.

Ðàññìîòðèì òåïåðü äàííûå â çàäà÷å ÷èñëà:

6, 8, 12, 18, 24

14, 20, 28, 44, 56

5, 15, 18, 27, 42

Çàìåòèì, ÷òî â ïåðâûõ äâóõ ñòðîêàõ âñå ÷èñëà ÷¼òíûå, ò.å. x
...2, y

...2 ⇒ z
...2 ⇒ z = 18

èëè z = 42. Äàëåå, îáà ÷èñëà 18 è 42 äåëÿòñÿ íà 3, ò.å. z
...3. Âî âòîðîé ñòðîêå íåò ÷èñåë,

äåëÿùèõñÿ íà 3, ò.å. y 6 ...3 ⇒ x 6 ...3 ⇒ x = 8. Äàëåå, x
...4, z 6 ...4 ⇒ y 6 ...4 ⇒ y = 14. Íàêîíåö

y
...7, x 6 ...7⇒ z 6 ...7⇒ z = 18.

Çíà÷åíèÿ x = 8, y = 14, z = 18 âîçìîæíû, íàïðèìåð, ïðè a = 72, b = 56, c = 126.

Êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ ðåøåíèé.

(�) Ðåøåíèå, íå ñîîòâåòñòâóþùåå íè îäíîìó èç ïåðå÷èñëåííûõ íèæå êðèòåðèåâ.

(�.) Ðàññìîòðåíà äåëèìîñòü íà îäíî ÷èñëî.

(�/+) Ðàññìîòðåíà äåëèìîñòü íà äâà ÷èñëà

ÈËÈ

ñôîðìóëèðîâàíà è äîêàçàíà ëåììà, àíàëîãè÷íàÿ èëè ðàâíîñèëüíàÿ ëåììå èç ïðè-

âåä¼ííîãî âûøå ðåøåíèÿ.



(+/2) Ðàññìîòðåíà äåëèìîñòü íà òðè ÷èñëà.

(+.) Ëåììà, àíàëîãè÷íàÿ èëè ðàâíîñèëüíàÿ ëåììå èç ïðèâåä¼ííîãî âûøå ðåøåíèÿ,

èñïîëüçóåòñÿ â ðàññóæäåíèÿõ, íî íèêàê íå äîêàçàíà.

(+) Âåðíîå ðåøåíèå: ïîëó÷åí ïðàâèëüíûé îòâåò è äîêàçàíà åãî åäèíñòâåííîñòü.



5. Äâà êîðèäîðà âûñîòîé è øèðèíîé â 1 ì èäóò ïåðïåíäèêóëÿðíî äðóã äðóãó ïî ïåðâîìó

è âòîðîìó ýòàæó çäàíèÿ. Ðàçäåëÿþùåå èõ ïåðåêðûòèå ðàçîáðàíî, îáðàçóÿ äûðó 1 ×
1 ì â ïîëó îäíîãî è ïîòîëêå äðóãîãî. Êàêîâà ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà áàëêè, êîòîðóþ

ìîæíî ïåðåäàòü èç îäíîãî êîðèäîðà â äðóãîé ÷åðåç äûðó? (Áàëêó ñ÷èòàòü íåãíóùèìñÿ

îòðåçêîì íóëåâîé òîëùèíû. Òîëùèíà ïåðåêðûòèÿ òàêæå ðàâíà íóëþ, ò.å. ïîë âåðõíåãî

êîðèäîðà è ïîòîëîê íèæíåãî êîðèäîðà íàõîäÿòñÿ â îäíîé ïëîñêîñòè.)

Îòâåò. 1
2
· (2 + 3

√
4)

3
2 .

Ðåøåíèå.

Ïóñòü A è B � êîíöû áàëêè, ïðè÷¼ì B � íèæíèé êîíåö, êîòîðûé ïåðâûì ïîïàäàåò

â íèæíèé êîðèäîð (ñ÷èòàåì, ÷òî áàëêó ïåðåäàþò èç âåðõíåãî êîðèäîðà â íèæíèé).

Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè d = 1
2
· (2 + 3

√
4)

3
2 � óêàçàííóþ â îòâåòå äëèíó áàëêè, PQRS

� êâàäðàò, îáðàçóþùèé äûðó.

Ðåøåíèå áóäåò ñîñòîÿòü èç äâóõ ÷àñòåé: I � ìû ïîêàæåì, êàê ïåðåäàòü áàëêó óêà-

çàííîé â îòâåòå äëèíû, è II � äîêàæåì, ÷òî áàëêó áîëüøåé äëèíû íåëüçÿ ïåðåäàòü

íèêàêèì ñïîñîáîì.

I. Íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ. Ñòåíà âåðõíåãî êî-

ðèäîðà, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè Q,R, ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïîòîëêîì âåðõíåãî êîðèäîðà ïî

ïðÿìîé a (ñì. ðèñóíîê). Ñòåíà íèæíåãî êîðèäîðà, ñîäåðæàùàÿ òî÷êè R, S, ïåðåñåêàåòñÿ

ñ ïîëîì íèæíåãî êîðèäîðà ïî ïðÿìîé b. Q1, R1 � îðòîãîíàëüíûå ïðîåêöèè òî÷åê Q,R

íà ïðÿìóþ a, R2, S2 � îðòîãîíàëüíûå ïðîåêöèè òî÷åê R, S íà ïðÿìóþ b. A0, B0 � òî÷êè

íà ïðÿìûõ a, b ñîîòâåòñòâåííî, òàêèå, ÷òî
−−−→
A0Q1 =

−−−→
Q1R1 è

−−−→
B0S2 =

−−−→
S2R2. Îòðåçêè PA0

è PB0 ïàðàëëåëüíû îòðåçêó Q1S, ïîýòîìó òî÷êè P,A0, B0 ëåæàò âäîëü îäíîé ïðÿìîé,

ïðè÷¼ì PA0 = PB0 =
√
3.



Ïåðåìåùåíèå áàëêè áóäåò ñîñòîÿòü èç ñëåäóþùèõ øàãîâ (ñì. ðèñóíêè (1)-(4) âûøå):

(1) Ðàñïîëîæèì áàëêó òàê, ÷òîáû å¼ êîíåö A ëåæàë íà ïðÿìîé a, à êîíåö B íàõî-

äèëñÿ â òî÷êå P .

(2) Áóäåì ïåðåìåùàòü å¼ êîíåö A âäîëü ïðÿìîé a, òàê ÷òîáû ñàìà áàëêà âñ¼ âðåìÿ

ïðîõîäèëà ÷åðåç òî÷êó P .

(3) Òàêîå ïåðåìåùåíèå áóäåì ïðîäîëæàòü äî òåõ ïîð, ïîêà òî÷êà A íå ñîâïàä¼ò ñ

A0. Â ýòîò ìîìåíò áàëêà ðàñïîëîæèòñÿ âäîëü ïðÿìîé A0B0.

(4) Çàòåì áóäåì äâèãàòü áàëêó âäîëü ïðÿìîé A0B0, äî òåõ ïîð, ïîêà òî÷êà B íå

ñîâïàä¼ò ñ B0.

(5) Íàêîíåö áóäåì äâèãàòü òî÷êó B âäîëü ïðÿìîé b, òàê, ÷òîáû âñÿ áàëêà ïî ïðåæ-

íåìó ïðîõîäèëà ÷åðåç P , äî òåõ ïîð, ïîêà âñÿ áàëêà íå îêàæåòñÿ â íèæíåì êîðèäîðå.

Êëþ÷åâîé ôàêò, êîòîðûé íóæíî ïðîâåðèòü � ÷òî òàêîå ïåðåìåùåíèå îñóùåñòâè-

ìî, ò.å. ÷òî áàëêà âñ¼ âðåìÿ áóäåò íàõîäèòüñÿ öåëèêîì âíóòðè êîðèäîðîâ. Î÷åâèäíî

äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü åãî òîëüêî äëÿ øàãîâ (1) � (3)

Ïðîâåä¼ì ïëîñêîñòü δ ÷åðåç ïðÿìóþ a è òî÷êó P . Íà ïðîòÿæåíèè âñåõ øàãîâ (1) �

(4) áàëêà íàõîäèòñÿ âíóòðè ïëîñêîñòè δ, ñëåäîâàòåëüíî ìîæíî èññëåäîâàòü äâèæåíèå

áàëêè îòäåëüíî â ýòîé ïëîñêîñòè (ðèñóíîê íèæå). Ïóñòü AQ1 = x. Ïðîäëèì ïðÿìóþ AP

äî ïåðåñå÷åíèÿ ñî ñòåíîé íèæíåãî êîðèäîðà â òî÷êåX. Òîãäà èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ

APQ1 è AXR1 íåñëîæíî íàéòè AX = x+1
x
·
√
2 + x2. Ïðîèçâîäíàÿ ýòîé ôóíêöèè ðàâíà

x3−2
x2
√
2+x2

. Îòñþäà âèäíî, ÷òî ìèíèìóì ôóíêöèè äîñòèãàåòñÿ ïðè x = 3
√
2. Ïîäñòàâëÿÿ

ýòî çíà÷åíèå â âûðàæåíèå äëÿ AX, ïîëó÷àåì ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé min(AX) = d (íà-

ïîìíèì, d îáîçíà÷àåò ÷èñëî, óêàçàííîå â îòâåòå). Òàêèì îáðàçîì äëèíà AX âñ¼ âðåìÿ

íå ìåíüøå äëèíû áàëêè (â ÷àñòíîñòè ïðè x = 1 AX = 2
√
3 > d), ò.å. òî÷êà B íèêîãäà íå

âûõîäèò çà ïðåäåëû îòðåçêà AX, à çíà÷èò è çà ïðåäåëû êîðèäîðîâ, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

II. Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî áàëêó äëèíû áîëüøå d íåâîçìîæíî ïåðåäàòü èç îäíîãî êî-

ðèäîðà â äðóãîé íèêàêèì ñïîñîáîì. Ïóñòü O � òî÷êà áàëêè, äåëÿùàÿ å¼ â îòíîøåíèè



AO : OB = 3
√
2 : 1. Ïîñêîëüêó äâèæåíèå áàëêè íåïðåðûâíî, ïðè ëþáîì ñïîñîáå ïåðå-

äà÷è âîçíèêíåò ìîìåíò, êîãäà òî÷êà O îêàæåòñÿ â ïëîñêîñòè PQRS. Ïîêàæåì, ÷òî â

ýòîò ìîìåíò äëèíà áàëêè íå ìîæåò áûòü áîëüøå d.

Ïóñòü α è β � âåðòèêàëüíûå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç O ïàðàëëåëüíî îñÿì âåðõ-

íåãî è íèæíåãî êîðèäîðà ñîîòâåòñòâåííî, zA � ðàññòîÿíèå îò A äî ïëîñêîñòè PQRS,

xA � ðàññòîÿíèå îò A äî α, yA � ðàññòîÿíèå îò A äî β, zB, xB, yB � àíàëîãè÷íûå ðàñ-

ñòîÿíèÿ äëÿ òî÷êè B. (Íà ðèñóíêå íèæå ñëåâà èçîáðàæ¼í �âèä ñâåðõó� â ïðîåêöèè íà

ïëîñêîñòü PQRS, ïëîñêîñòè α è β ïðîåöèðóþòñÿ â ïðÿìûå, îòðåçêè zA è zB íå âèä-

íû, ò.ê. ïðîåöèðóþòñÿ â òî÷êè A è B ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êà O íàõîäèòñÿ â ïëîñêîñòè

PQRS).

Î÷åâèäíî zA : zB = xA : xB = yA : yB = 3
√
2 : 1. Êðîìå òîãî, xA ≤ 1, yB ≤ 1, zA ≤ 1.

Òîãäà äëèíà âñåé áàëêè

AB = (1+
3
√
2)·
√
x2B + y2B + z2B = (1+

3
√
2)·

√
x2A
3
√
4
+ y2B +

z2A
3
√
4
≤ (1+

3
√
2)·

√
1
3
√
4
+ 1 +

1
3
√
4
= d.

Êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ ðåøåíèé.

(�) Ðåøåíèå, íå ñîäåðæàùåå ïðîäâèæåíèé â ïðàâèëüíîì íàâïðàâëåíèè, à òàê æå ëþ-

áîå ðåøåíèå, â êîòîðîì óêàçàí îòâåò 2
√
3.

(�/+) Èìååòñÿ ïðàâèëüíàÿ èäåÿ ðåøåíèÿ (àëãîðèòì ïðîòàñêèâàíèÿ áàëêè ÷åðåç îòâåð-

ñòèå) è ïîïûòêà (íå äîâåä¼ííàÿ äî êîíöà) ñîñòàâëåíèÿ ôóíêöèè, âûðàæàþùåé

äëèíó îòðåçêà AX ÷åðåç ïåðåìåííóþ.

(+/�) Â çàäà÷å ïîëó÷åí ïðàâèëüíûé îòâåò è ïîêàçàíî, ÷òî áàëêó òàêîé äëèíû ìîæíî

ïåðåäàòü. Îäíàêî íå äîêàçàíî, ÷òî áàëêó áîëüøåé äëèíû ïåðåäàòü íåëüçÿ.

(+) Âåðíîå ðåøåíèå (îòâåò + ñïîñîá ïðîòàñêèâàíèÿ áàëêè + äîêàçàòåëüñòâî ìàêñè-

ìàëüíîñòè).



6. Òàáëèöà n × n çàïîëíÿåòñÿ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè îò 1 äî 2016 òàê, ÷òîáû íè â

îäíîé ñòðîêå è íè â îäíîì ñòîëáöå íå áûëî äâóõ îäèíàêîâûõ ÷èñåë. Ñîâïàäåíèå ÷èñåë,

ñòîÿùèõ â ðàçíûõ ñòîëáöàõ è ñòðîêàõ, äîïóñêàåòñÿ. Ïóñòü f(n) - êîëè÷åñòâî òàêèõ

ðàññòàíîâîê. Íàïðèìåð f(1) = 2016, f(2017) = 0.

à) ×òî áîëüøå, f(2015) èëè f(2016)?

á) ×òî áîëüøå, f(1008) èëè f(1009)?

Îòâåò. à) f(2015) > f(2016), á) f(1009) > f(1008).

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sn ìíîæåñòâî âñåõ òðåáóåìûõ ðàññòàíîâîê äëÿ òàáëèöû

n× n. Òîãäà f(n) ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíî êîëè÷åñòâó ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå Sn.

Ââåä¼ì îïåðàöèþ g íàä òàáëèöåé, çàêëþ÷àþùóþñÿ â óäàëåíèè ïîñëåäíåãî (êðàéíåãî

ïðàâîãî) ñòîëáöà è ïîñëåäíåé (êðàéíåé íèæíåé) ñòðîêè òàáëèöû. Ïðèìåð:

t =

1 12 3 17

2015 17 1 8

100 2 101 56

101 4 6 12

g(t) =

1 12 3

2015 17 1

100 2 101

.

Î÷åâèäíî, åñëè t ∈ Sn, òî g(t) ∈ Sn−1.

à) Ìû äîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå g : S2016 → S2015 ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì (ñìûñë

òåðìèíà áóäåò ðàçúÿñí¼í äàëåå), è ïðè ýòîì åãî îáðàç íå ïîêðûâàåò âñåãî ìíîæåñòâà

S2015. Îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü äàíà òàáëèöà y ∈ S2015. Òîãäà ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîé

òàáëèöû x ∈ S2016 òàêîé, ÷òî g(x) = y.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì âîññòàíàâëèâàòü òàáëèöó x ïî èçâåñòíîé òàáëèöå y = g(x).

Äëÿ íàãëÿäíîñòè èçîáðàçèì îáå òàáëèöû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ò.å. ïóñòü ïîñëåäíèé ñòîëáåö òàáëèöû x ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå ÷èñëà a1, . . . , a2015, c,

à ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå ÷èñëà b1, . . . , b2015, c.

×èñëî ai äîëæíî îòëè÷àòüñÿ îò âñåõ ÷èñåë â ñòðîêå ñ íîìåðîì i òàáëèöû y. Íî â ëþ-

áîé ñòðîêå òàáëèöû y ñòîÿò 2015 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë èç ìíîæåñòâà {1, 2, . . . 2016}, ò.å. äëÿ
ai îñòà¼òñÿ åäèíñòâåííîå âîçìîæíîå çíà÷åíèå. Ñëåäîâàòåëüíî âñå ÷èñëà a1, . . . , a2015 îä-

íîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïî òàáëèöå y. Àíàëîãè÷íî, ðàññìàòðèâàÿ ñòîëáöû, îäíîçíà÷íî

âîññòàíàâëèâàåì ÷èñëà bj.



Åñëè ñðåäè âîññòàíîâëåííûõ ÷èñåë a1, . . . , a2015 åñòü îäèíàêîâûå, ïîëó÷àåì ïðîòèâî-

ðå÷èå ñ óñëîâèåì, è ñëåäîâàòåëüíî òàáëèöû x, óäîâëåòâîðÿþùåé ðàâíåñòâó g(x) = y, íå

ñóùåñòâóåò. Åñëè æå âñå ai ðàçëè÷íû, è âñå bj ðàçëè÷íû, òî ÷èñëî c äîëæíî îòëè÷àòüñÿ

îò íèõ âñåõ, è òàêîå ÷èñëî òîæå åäèíñòâåííî.

Èòàê, åñëè òàáëèöà x ñóùåñòâóåò, òî îíà åäèíñòâåííà, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ñëåäñòâèå: åñëè x1, x2 ∈ S2016 è x1 6= x2, òî g(x1) 6= g(x2). (Îòîáðàæåíèå g ñ òàêèì

ñâîéñòâîì â ìàòåìàòèêå íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíûì).

Óòâåðæäåíèå 2. Ñóùåñòâóåò òàáëèöà y ∈ S2015 òàêàÿ, ÷òî ∀x ∈ S2016 : g(x) 6=
y.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì òàáëèöó y ∈ S2015, â ïåðâîé ñòðîêå êîòîðîé íàïèñàíû

ïîäðÿä ÷èñëà 1, 2, . . . , 2015, à â ñëåäóþùèõ ñòðîêàõ � òå æå ÷èñëà, ñäâèãàåìûå ïî öèêëó

êàæäûé ðàç íà 1:

y =

1 2 3 . . . 2013 2014 2105

2015 1 2 3 . . . 2013 2014

2014 2015 1 2 3 . . . 2013
...

...
...

.

Âîññòàíàâëèâàÿ ïî íåé òàáëèöó x òàê æå, êàê ýòî ñäåëàíî âûøå, ìû ïîëó÷àåì a1 =

a2 = · · · = a2015 = 2016, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Ñëåäîâàòåëüíî èñêîìîé òàáëèöû x

íå ñóùåñòâóåò.

Èç äîêàçàííûõ óòâåðæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî â ìíîæåñòâå S2015 áîëüøå ýëåìåíòîâ, ÷åì

â S2016, ò.å. f(2015) > f(2016).

Ïðîèëëþñòðèðóåì íàãëÿäíî ïîñëåäíèé øàã ðàññóæäåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû

âûïèñàëè â ðÿä âñå âîçìîæíûå òàáëèöû x1, . . . , xK èç ìíîæåñòâà S2016. Ðàññìîòðèì

ñëåäóþùóþ äèàãðàììó îòîáðàæåíèÿ g:

x1 x2 x3 . . . xK
↓ ↓ ↓ ↓

g(x1) g(x2) g(x3) . . . g(xK) y

Â ìíîæåñòâå S2016 ðîâíî K ýëåìåíòîâ, è âñå îíè âûïèñàíû â âåðõíåì ðÿäó. Â íèæ-

íåì ðÿäó äëÿ êàæäîé òàáëèöû x âûïèñàíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ òàáëèöà g(x), à òàêæå

ïîñòðîåííàÿ â óòâåðæäåíèè 2 òàáëèöà y. Âñå òàáëèöû â íèæíåì ðÿäó ïðèíàäëåæàò

ìíîæåñòâó S2015, è âñå îíè ïî äîêàçàííîìó ðàçëè÷íû. Ñëåäîâàòåëüíî êîëè÷åñòâî òàá-

ëèö â ìíîæåñòâå S2015 áîëüøå, ÷åì â S2016.

á) Äîêàæåì, ÷òî ïðè îòîáðàæåíèè g : S1009 → S1008 â êàæäóþ òàáëèöó ìíîæå-

ñòâà S1008 îòîáðàæàåòñÿ áîëåå îäíîé òàáëèöû ìíîæåñòâà S1009. Îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü

òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.

Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü äàíà òàáëèöà y ∈ S1008. Òîãäà ñóùåñòâóåò íå ìåíåå 1007

ðàçëè÷íûõ òàáëèö x ∈ S1009 òàêèõ, ÷òî g(x) = y.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê æå, êàê â ï. à), èçîáðàçèì íàãëÿäíî ðàâåíñòâî g(x) = y:



Ïîêàæåì, êàê äëÿ çàäàííîé òàáëèöû y ∈ S1008 ïîñòðîèòü íå ìåíåå 1007 ðàçëè÷íûõ

òàáëèö x, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó g(x) = y.

Â îáúåäèíåíèè ïåðâîé ñòðîêè è ïåðâîãî ñòîëáöà òàáëèöû y íàïèñàíî 2015 ÷èñåë (íå

îáÿçàòåëüíî âñå ðàçëè÷íûå), ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ÷èñëî èç ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , 2016},
êîòîðîãî íåò íè â ïåðâîé ñòðîêå, íè â ïåðâîì ñòîëáöå òàáëèöû y. Ïîëîæèì a1 è b1
ðàâíûìè ýòîìó ÷èñëó. Ò.å. ñîãëàñíî íàøåìó âûáîðó a1 = b1.

Äëÿ i = 2, 3, . . . 1008 áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî âûáèðàòü ÷èñëà ai òàê, ÷òîáû ÷èñëî ai
íå ðàâíÿëîñü íè îäíîìó èç ÷èñåë â i-é ñòðîêå òàáëèöû y, à òàêæå íå ðàâíÿëîñü óæå

âûáðàííûì ÷èñëàì a1, . . . , ai−1. Òàêîé âûáîð âñåãäà ñóùåñòâóåò, ò.ê. �çàïðåù¼ííûìè�

îêàçûâàþòñÿ âñåãäà íå áîëåå 1008 + 1007 = 2015 ÷èñåë.

Àíàëîãè÷íî äëÿ j = 2, 3, . . . 1008 áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî âûáèðàòü ÷èñëà bj òàê,

÷òîáû ÷èñëî bj íå ðàâíÿëîñü íè îäíîìó èç ÷èñåë â j-ì ñòîëáöå òàáëèöû y, à òàêæå íå

ðàâíÿëîñü ÷èñëàì b1, . . . , bj−1.

Ìû èçíà÷àëüíî âûáðàëè a1 = b1, ïîýòîìó ñðåäè ÷èñåë ai, bj, i, j = 1 . . . 1008, íå áîëåå

2015 ðàçëè÷íûõ. Ïîýòîìó ìîæíî âûáðàòü ÷èñëî c îòëè÷íûì îò íèõ âñåõ, è òåì ñàìûì

çàâåðøèòü ïîñòðîåíèå òàáëèöû x. Ïîñòðîåííàÿ òàáëèöà x óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì

çàäà÷è è ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó S1009, ïðè ýòîì g(x) = y.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè âûáîðå ÷èñëà a2 çàïðåù¼ííûìè áûëè íå áîëåå 1009 ÷èñåë (÷èñëà âî

âòîðîé ñòðîêå òàáëèöû y è ÷èñëî a1). Ïîýòîìó èìåëîñü íå ìåíåå 1007 ñïîñîáîâ âûáðàòü

÷èñëî a2, è âñå îíè ïðèâåëè áû ê ðàçëè÷íûì òàáëèöàì x. Ñëåäîâàòåëüíî òàêèõ òàáëèö

x, äëÿ êîòîðûõ g(x) = y, íå ìåíåå 1007, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ ðåøåíèé.

(�) Ðåøåíèå íå ñîîòâåòñòâóåò íè îäíîìó èç ïåðå÷èñëåííûõ íèæå êðèòåðèåâ.

(�/+) Â ïóíêòå à) äîêàçàíî, ÷òî f(2015) ≥ f(2016) (íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî).

(+/2) Ïîëíîñòüþ ðåø¼í îäèí èç ïóíêòîâ.

(+/�) Â îáîèõ ïóíêòàõ äîêàçàíî íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî.

(+) Âåðíîå ðåøåíèå îáîèõ ïóíêòîâ.


